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摘  要：指数和序列分解问题是一个经典的数学问题，Prony 方法和 Prony-Kung 方法是解决此问题的经典方

法。用支撑子空间的观点仔细分析了 Prony-Kung 方法，在此基础上，理论证明了指数和序列分解问题可以归

纳于支撑子空间的确定问题，并对受噪声污染的指数和序列提出了具有低复杂度的 Lloyd-like 搜索支撑子空间

的算法。最后，把以上算法应用于毫米波信道估计，仿真结果表明了此应用的有效性。 

关键词：指数和分解；Prony-Kung 方法；支撑子空间；Lloyd-like 迭代；毫米波信道 

中图分类号：TN91 

文献标志码：A 

doi：10.11959/j.issn.1000–0801.2023086 

Decomposition of exponential sums based on subspace and its 
application in channel estimation 

WU Zhiwei, WANG Haiquan, LI Meihui, ZHANG Xinyu, QIAN Taoxin 

School of Communication Engineering, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou 310018, China 

Abstract: The problem of the decomposition of an exponential sum sequence is a classical mathematical problem. 

Prony method and Prony-Kung method are the classical methods to solve this problem. The Prony-Kung method was 

analyzed in detail from the point of view of support subspace. On this basis, it was proved theoretically that the prob-

lem of the decomposition of an exponential sum sequence could be reduced to the determination of the support sub-

space, and a Lloyd-like algorithm with low-complexity for searching the support subspace for contaminated exponen-

tial sum sequence by noised was proposed. Finally, the above algorithm was applied to estimate millimeter wave 

channel, and the simulation results show the effectiveness of this application.  
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0  引言 

指数和分解问题[1-4]自诞生以来，就一直受到

学者们的关注，而所谓的指数和分解问题是给定

一组由指数和形式生成的序列 S，求解出决定生

成序列 S的参数 1 2{ , , , }rz z z… 和 1 2{ , , , }rc c c… 。因

此，指数和分解问题的本质是解一个特殊的方程

组，与一般方程组不同的是，此方程组的系数矩阵
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也是未知的。经典的 Prony[5]方法的核心就是解这

个矩阵方程，而且它的求解也仅仅依赖于这 N 个

序列数据，因此，单独用 Prony 方法解决指数和

分解问题，其得到的效果并不理想，稳定性较弱[6]。

随之而来的改进方法是经典的 Prony-Kung[7]方

法，它在 Prony 方法的基础上，考虑这个特殊的

序列 S的内在结构，并且利用了 Hankel 矩阵的特

性，但它在求解 1 2{ , , , }rz z z… 时，解决的是一个广

义特征值问题[8]，因此，如果给定的序列数据 S被

噪声数据污染，利用 Prony-Kung 方法解决指数和

分解问题并不是很完美。 

综上所述，有必要提出一种新的方法解决指

数和分解问题。在研究学习 Prony-Kung 方法时，

发现可以用子空间的角度处理指数和分解问题，

进而可以充分利用序列 S 的内在结构，最终将所

需的复参数 1 2{ , , , }rz z z… 和复参数 1 2{ , , , }rc c c… 求

解出来。 

1  指数和序列分解问题及处理方法 

本节主要介绍指数和分解问题及相应的

Prony 和 Prony-Kung 方法。 

1.1  指数和序列分解问题 

所谓的指数和序列，是指一个有限长的复数

序列 1 2{ , , , }Ns s s… ，由式（1）生成。 

 1

1

, 1,2, ,
r

n
n i i

i

s c z n N-

=

= =∑ …  （1） 

其中， r 是一个正整数， 1 2{ , , , }rc c c… 和 1{ ,z  

2 , , }rz z… 是两个固定的复数序列，与变量 n 无关。 

显然，指数和序列表达式（1）可由式（2）表示。 
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本文称矩阵W 为范德蒙型矩阵。 

指数和序列分解问题是指已知向量 s，求解

整数 r 、复数 1 2{ , , , }rz z z… 和复数 1 2{ , , , }rc c c… 。 

1.2  Prony 方法 

Prony 方法是一种古老的、处理上述指数和序

列分解问题的有效方法，其基本的数学原理及步

骤如下。 

( )rq z 为 r 阶、首项系数为 1 的复多项式，如

式（4）所示。 

 1 2( ) ( )( ) ( )r rq z z z z z z z= - - -…  （4） 

将式（4）展开可得： 

 1 2
1 2 1 0( ) r r r

r r rq z z z z zγ γ γ γ- -
- -= + + + + +…  （5） 

其中， 0 1 1, , , rγ γ γ -… 为与 1 2, , , rz z z… 相关的复常数。 

对于式（5）中的 ( )rq z ，记 1rγ = ，则容易推

得， 1,2, ,m r∀ = … ，且对于整数 t ，0 t N r-≤ ≤ ，

均有： 
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式（7）可用矩阵方程表示： 
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由此可知，方程组式（8）中，如果系数矩阵

的行数大于或等于 r 且满秩，则可求得系数

0 1 1, , , rγ γ γ -… 。再解多项式方程（5），则可得到

1 2, , , rz z z… ，从而再由方程（2）求得 1 2, , , rc c c… ，

这就是 Prony 方法的基本思想。 

1.3  Prony-Kung 方法 

在上述 Prony 方法中，求解系数 0 1 1, , , rγ γ γ -…

的准确性依赖于系数矩阵，从而用 Prony 方法单

独解决指数和序列的分解问题稳定性较弱，由此
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产生了以下改进的 Prony 方法，即 Prony-Kung 方

法。具体细节如下。 

取正整数Q和 L ，使 1Q L N+ = + 。利用指数

和序列 1 2{ , , , }Ns s s… 做如下的Q L× 维矩阵。 

 

1 2

2 3 1

1

L

L

Q Q N

s s s

s s s

s s s

+

+

  
  
  =   
  
    

H

…
…

〓 〓 〓 〓
…

 （9） 

显然，矩阵H 为 Hankel 型矩阵。经过简单计

算可得： 

 T
1 2diag( , , , )Q r Lc c c=H W W…  （10） 

其中， QW 和 LW 是范德蒙型矩阵（如式（3）所示），

它们的大小分别为Q r× 和 L r× 。 

Prony-Kung 方法的步骤如下。 

步骤 1 计算 Hankel 矩阵 H 的 SVD ：

HH =UDV 。 

步骤 2 取矩阵U 的 1～ 1Q - 行、1～ r 列

为矩阵 1U ，取矩阵U 的 2～Q行、1～ r 列为矩

阵 2U 。 

步骤 3 解广义特征值问题 2 1U v = λU v，记

广义特征值为 1 2, , , rz z z… 。 

步骤 4 根据 1 2, , , rz z z… ，求解方程（2），

得到 1 2, , , rc c c… 。 

2  Prony-Kung方法的几何解释及迭代算法 

在本节及后文中，假设 je , 1,2, ,iz i rιθ= = … 。 

2.1  Prony-Kung 方法的几何解释 

对于指数和序列 1 2{ , , , }Ns s s… ，从式（2）可

知，序列组成的列向量 T
1 2[ ]Ns s s… 处在由向

量 1 2( ), ( ), , ( )N N N rθ θ θ…α α α 所张成的子空间中，

且 ( )N θα 为一个导向矢量，如式（11）所示。 

 （ ） T
j 1j( ) 1 e e N

N
θθθ -  =   α …  （11） 

本文称由多个导向矢量所生成的子空间为支

撑子空间。 

定义 1 在复欧几里得空间 NC 中，称向量

( )N θα 为导向矢量。如果一个子空间中存在一组

导向矢量作为此子空间的基，则称此子空间为

一个支撑子空间。记所有支撑子空间组成的集

合为 A。 

显然，空间 NC 是一个支撑子空间，因为离散

傅里叶矩阵的每一列是一个导向向量，且这些导

向向量组成 NC 的一组基。 

利用以上术语，指数和序列的分解问题可以

描述为：已知支撑子空间中的一个向量 =s  
T

1 2[ ]Ns s s… ，求解支撑子空间的维数 r 、生

成此子空间的参数 1 2, , , rθ θ θ… 和向量 s 在基

{ }1 2( ), ( ), , ( )N N N rθ θ θ…α α α 下 表 示 的 系 数

1 2, , , rc c c… 。 

从第 1 节中的 Prony 方法和 Prong-Kung 方法

可以做出如下几何解释。 

定理 1 假设已知支撑子空间的维数为 r 。如

果 2N r＞ ，则支撑子空间中的任何一个向量 v，只

要此向量在基 1 2{ ( ), ( ), , )}(N N N rθ θ θ…α α α 下的表

示系数均不为 0 ，则从向量 v 可求得参数

1 2, , , rθ θ θ… 和相应的表示系数。 

证明：不妨令 1 1 2 2( )( )N Nc cθ θ= · + · +v α α  

( )r N rc θ+ ·α… ，则向量 v 为 N 维复向量。再令

1
2

N
Q = + ， 1L N Q= + - ，其中， a    表示取大

于或等于 a 的最小整数。由向量 v 构造出一个

Q L× 维的 Hankel 矩阵H （具体可见式（9）），

则经过简单计算，可得： 

 T
1 2diag ,( ), ,Q r Lc c c=H W W…  （12） 

其中， QW 是由 1 2, , , rθ θ θ… 决定的范德蒙型Q r× 维

矩阵，而 LW 是由 1 2, , , rθ θ θ… 决定的范德蒙型

L r× 维矩阵，如式（3）所示。 

由上述分解式可知，H 的列向量所生成的空

间与 QW 的列向量所生成的空间一致。因此，H 的
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列向量所生成的空间是一个支撑子空间。对H 做

奇异值分解，得： 

 H=H UDV  （13） 

则U 的列向量是 H 的列向量所生成的空间

的一组标准正交基，对矩阵U 实施第 1 节所述的

Prony-Kung 方法的步骤 2～步骤 4，即可得到

1 2, , , rθ θ θ… 和 1 2, , , rc c c… 。 

证毕。 

由此定理的结论可知：一个指数和序列对应

于唯一一个支撑子空间；给定支撑子空间的任何

一个向量（只要其导向矢量的系数均不为 0），即

可恢复或决定此支撑子空间。 

2.2  基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法 

第 1 节中介绍的 Prony 方法与 Prony-Kung 方

法，在整数 r 已知、 2 1N r +≥ 的条件下，能够准

确地解出 1 2, , , rθ θ θ… 和 1 2, , , rc c c… 。但在有噪声的

情况下，带来的误差较大，且算法不太稳定[6]。 

从第 2.1 节的内容可知，指数和序列分解问题

的关键是要找到此序列的支撑子空间。当此序列

被噪声污染时，其相应的支撑子空间也被污染，

这样就有必要设计一个算法，利用污染的数据逼

近支撑子空间。具体如下。 

定义如式（14）所示的 N r× 维矩阵。 

 [ ]1 2( ), ( ), ( ),N r N N N rθ θ θ× =A …α α α  （14） 

则 被 噪 声 污 染 的 指 数 和 序 列 ˆ =s  

1 2ˆ ˆ ˆ[ ]T
Ns s s… 可表示为： 

 ˆ N r×= +s A c w  （15） 

其中， T
1 2[ ]rc c c=c … ，矩阵w为一个 1N × 维

的噪声矩阵，其每个元素相互独立，且均服从均

值为 0、方差为 2σ 的复高斯分布。这样，所要解

决的问题如下。 

P1 ： 已 知 向 量 ŝ ， 求 解 1 2, , ,θ θ θ… 和

1 2, , , rc c c… 。 

由第 2.1 节的定理 1 可知，只要求出

1 2, , , rθ θ θ… 所对应的支撑子空间，就可以求出

1 2, , , rθ θ θ… 和 1 2, , , rc c c… 。因而，问题 P1 可以转

化为：求一个支撑子空间，使得 ŝ在此支撑子空

间的投影达到最大。其数学表达式如下。 

 1 2

1 2
π π

H 1 H
2

ˆ ˆ ˆ( , , , ) argmin

)ˆ ( ˆ

r

r

N r N r N r N r

θ θ θ
θ θ θ

- ＜ ＜ ＜

-
× × × ×

=

- A A A As s
…

‖…

‖
≤ ≤  （16） 

其 中 ， 1 2, ,ˆ ˆ ˆ, rθ θ θ… 为 1 2, , , rθ θ θ… 的 估 计 值 ，

H 1 H( ) ˆN r N r N r N r
-

× × × ×A A A A s是向量 ŝ在支撑子空间中

的投影。 

对于上述优化问题式（16），如果采用全搜

索方法，则其复杂度极高，且随着 r 增加呈指数级

增长。但是，随着 N 增大，矩阵 N r×A 中的列向量

逐渐趋于正交，则式（16）的最小值优化问题可

以用式（17）的优化问题近似。 

1 1

H 1 H
2

π π π π π π
min min min ( )ˆ ˆ

r r
N r N r N r N rθ θ θ-

-
× × × ×- - -

      -            
s A A sA A ‖… ‖

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
       （17） 

从而，搜索的复杂度可以从指数级增长降为线

性增长。因此，当 N 较大时，可以用如算法 1 所

示的基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法，其主

要思想是先随机地选取 r 个角度值，依次固定

1r - 个角度，搜索求解出剩下一个的角度的最优

点并固定，即当求解 ˆ , 1,2, ,i i r=θ … 时，固定剩下

的 1r - 个角度，最终经过循环迭代得到所要求解

的 1 2, ,ˆ ˆ ˆ, rθ θ θ… 。 

算法 1 基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代

算法 

输入  初始 （ ）0 (0) (0)
1 2, , , πˆ ˆ ( π)ˆ ,rθ θ θ ∈ -… ，设置

迭代次数 k 、阈值 

步骤 1 
(0) (0)

1 2 2

(1)
1

, , ,ˆ ˆ

ˆ argmin ˆ
r r

N r×
= =

= -s A
θ θ θ θθ

θ
…

‖  

H 1 H
2) ˆ( N r N r N r

-
× × ×A A A s‖ 。 

步骤 2 固定 （ ）1 (0) (0)
1 3 ,ˆ ˆ ˆ, rθ θ θ…， ，以步骤 1

中求解 (1)
1̂θ 的方式，同理可以求得 (1)

2̂θ ，重复以上
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步骤，直至得到一组 (1) (1) (1)
1 2, ,ˆ ˆ , r̂θ θ θ… ，为迭代一

次 ， 并 记 录 此 时 的 H 1(ˆ )N r N r N r
-

× × ×- A A As‖  
H

2ˆN r×A s‖ 值，记为 1〓 。 

步骤 3 重复步骤 1 和步骤 2 ，得到
(2) (2) (2)

1 2, ,ˆ ˆ , r̂θ θ θ… ，为迭代两次，并记录此时的

H 1 H
2) ˆ(ˆ N r N r N r N r

-
× × × ×- A A A As s‖ ‖ 值，记为 2〓 。 

步骤 4 重复步骤 3，当迭代次数 i 达到设定

的 k 或 1 1 1i i Δ i k+- ＜ -，≤ ≤〓 〓 时，迭代结束，

得到的 ( ) ( ) ( )
1 2
ˆ ˆ, , ˆ,i i i

rθ θ θ… 即所求项。 

步骤 5 令 H 1 H ˆ( )N r N r N r
-

× × ×=c A A A s 求出指数

和序列系数。 

步骤 6 输出
( ) ( ) ( )

1 1 2 2, ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ˆi i i
r rθ θ θ θ θ θ= = =… ，

T
1 2[ ]rc c c=c … 。 

从第 3 节的仿真可知，一般情况下，上述迭

代仅需要迭代 2 次或 3 次，算法即可终止。 

注意到以上算法很大程度上不同于基于正交

匹配追踪（orthogonal matching pursuit，OMP）[9]

技巧的算法，在 OMP 算法中，迭代逼近基于

向量的相关性，而上述算法基于增大支撑子空

间上的投影。 

3  大规模多输入多输出系统下毫米波信道

信息的估计及仿真 

在前几节中，对指数和序列的分解问题做了

详细探讨，以子空间的角度探究指数和序列的分

解问题。在此基础上，得到了定理 1 并提出了基

于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法。事实上，在

无线通信领域中，获取毫米波信道[10]信息的本质

就是解决指数和序列的分解问题。因此，第 2.2

节中所提出的基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代

算法可以应用于恢复无线信道信息。 

3.1  无线通信信道模型和信道估计问题 

假设通信系统中的发射天线数为 1 根，接收

天线为 N 根，天线采用均匀线性阵列（uniform 

linear array，ULA）的排列方式，且假设系统在毫

米波环境下运行，信道记为 h，其为一个 N 维向

量。采用经典的 Saleh-Valenzuela 信道模型[11-12]，

可以表示为： 

 
1

( )
r

l l
l

β θ
=

=∑h α  （18） 

其中，r 为路径数， lβ 表示第 l 条路径的信道复增

益系数； ( )lθα 表示第 l 条路径的信道导向矢量，

可以表示为： 

 
Tj j( 1)( ) 1 e el lN

l
θ θθ -  =   …α  （19） 

其中， lθ 值与第 l 条路径的方位到达角相关。 

为了获取信道 h，发送方发送事先设计好的

信号，不妨记为 1，这样接收方接收到的信号记为

Y ，为一个 N 维向量，可以表示为： 

 ρ= · +Y h w  （20） 

其中，ρ 为接收到的信噪比（SNR），N 维向量w

为噪声，服从均值为 0、方差为 1 的复高斯分布。

信道估计的任务就是要从Y 中估计出参数 r 、 lβ

与 1,2, ,l l rθ = …（ ）。 

利用式（20）和迫零（zero forcing，ZF）响

应[13]信道估计方法，可以得到 h的 ZF 估计值，记

为 ZFh ，其估计表达式为： 

 （ ）ZF
1

1 1r

l l
l

β θ
ρ ρ=

= = +∑h Y wα  （21） 

这样，先前所述的信道参数估计问题可以表

述如下。 

P2：已知向量 ZFh ，估计参数 r ， lβ 与 lθ

（ 1,2, ,l r= … ） 

显然，从式（21）可知，如果忽略噪声项

1

ρ
w，则上述估计问题 P2 就是第 1 节所述的指

数和序列的分解问题。不同的是，在这里需要消

除噪声所带来的影响，从而可以采用第 2 节中的

基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法估计信道

参数，从而恢复信道，具体步骤见第 2.2 节中基于

支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法流程，只需要将

向量 ŝ换成向量 ZFh 即可。 
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3.2  仿真结果 

第 2.2 节提出了基于支撑子空间的 Lloyd-like

迭代算法，且正如第 3.1 节说述，此算法也可用于

解决无线信道中的信道估计问题。因此，本节将

对本文所提算法的估计效果做出仿真图，衡量标

准采用平均估计误差ε ，其计算式如下。 

 

2

2

ˆ
ε

-
=
h h

h
 （22） 

信道 h的构造参数 lβ 与 lθ （ 1,2, ,l r= … ）均

随机生成，其中 lβ 服从均值为 0、方差为 1 的复

高斯分布， lθ 是从区间 ( π,π)- 中随机选取的，且

叠加在信道 h上的噪声服从均值为 0、方差为 1

的复高斯分布。 

不同信噪比下的平均估计误差仿真如图 1 所

示，其中，接收天线 32N = ，路径数 6r = ，角度

的量化点为 2 000，迭代次数 k 设置为 3，阈值∆ 设

置为 0.001。从图 1 可以看出，无论信噪比取多少，

本文所提算法始终优于 Prony-Kung 方法和 ZF 响

应信道估计方法，且随着信噪比的增大，平均估

计误差ε 不断减小。 

 
图 1  不同信噪比下的平均估计误差仿真 

不同天线数下的平均估计误差仿真如图 2 所示，

其中，信噪比取 4 dB，路径数 8r = ，角度的量化点

为 2 000，迭代次数k 设置为 3，阈值∆ 设置为 0.001。

从图 2 可以看出，无论天线数N 取多大，本文所提

算法始终优于 Prony-Kung 方法和 ZF 响应信道估计

方法，且随着天线数的增大，其平均估计误差不断

减小。 

 
图 2  不同天线数下的平均估计误差仿真 

不同路径数下的平均估计误差仿真如图 3 所

示，其中，信噪比取 4 dB，天线数 64N = ，角度

的量化点为 2 000，迭代次数 k 设置为 3，阈值∆ 设

置为 0.001。从图 3 可以看出，无论路径数 r 取多

大，本文所提算法始终优于 Prony-Kung 方法和

ZF 响应信道估计方法。 

 
图 3  不同路径数下的平均估计误差仿真 

不同迭代次数下的平均估计误差如图4所示，

其中，天线数 64N = ，路径数 6r = ，角度的量化

点为 2 000。从图 4 可以看出，在低信噪比时，迭

代一次与迭代多次的平均估计误差几乎一致。随

着信噪比的增大，迭代 1 次与迭代 2 次及以上的平

均估计误差逐渐拉开差距，且迭代 2 次与迭代 2 次
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以上的平均估计误差几乎一致，相差甚小。因此，

基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代算法在实际应

用中，只需要迭代 2 次，大大降低了计算复杂度

和时间复杂度。 

 
图 4  不同迭代次数下的平均估计误差 

不同信噪比下的平均估计误差如图 5 所示，

其中，天线数 32N = ，路径数 6r = ，角度的量化

点为 2 000，迭代次数 k 设置为 3，阈值∆ 设置为

0.001。从图 5 可以看出，无论信噪比取高还是低，

本文所提算法均优于 ZF 响应信道估计方法、最小

均方误差（minimum mean square error，MMSE）

信道估计方法、压缩感知信道估计方法。在低信

噪比的情况下，本文所提算法略优于压缩感知信

道估计方法，且随着信噪比的增大，这种优越性

变得越来越明显。 

 
图 5  不同信噪比下的平均估计误差 

4  结束语 

本文提出的基于支撑子空间的 Lloyd-like 迭代

算法在处理噪声污染下的指数和序列分解问题时，

无论此指数和序列的构造的大小如何，最终的仿真

结果均表明，本文所提出的方法的性能极大地优于

Prony-Kung 方法，而且将此方法应用于实际的毫

米波信道信息估计问题时，根据仿真的结果可知，

其大大地优于ZF响应信道估计方法与MMSE信道

估计方法，且优于压缩感知信道估计方法。 
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